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Abstract 

We prove a linear version of Dawson-Gartner's theorem saying that weak large 
deviations principles and the equivalence of ensembles s — — p* are preserved through 
linear projective limits. This version takes into account the linear structure under- 
lying Cramer's theorem and turns out to be well appropriate to it. 

Resume 

Nous demontrons une version lineaire du theoreme de Dawson-Gaxtner assurant 
que les principes de grandes deviations faibles et l'equivalence d'ensemble s = — p* 
sont conserves par passage aux limites projectives d'espaces vectoriels. Cette version 
tient compte de la structure lineaire sous-jacente au theoreme de Cramer, pour lequel 
elle s'avere bien adaptee. 

Remarque : La prochaine version de ce texte sera en langue anglaise. 

1 Introduction 

L'objectif de ce texte est de donner les definitions les plus naturelles de la pression et 
de l'entropie, et de faire apparaitre le lien entre les deux fonctions, autrement dit les 
fondements de l'equivalence d'ensembles. Le but n'est pas ici de montrer l'equivalence 
d'ensembles, ce qui ne peut se faire que moyennant des hypotheses sur la suite (/i n )n>l 
des mesures considerees : par exemple, lois des moyennes empiriques X n d'une suite 
(X n ) n ^i de variables i.i.d. Mais nous ebauchons un cadre pour la theorie de Cramer 
qui peut etre vu comme l'analogue du cadre de Varadhan {Var66] pour les principes de 
grandes deviations (PGD) forts. 

Dans le cadre de Varadhan, fortement inspire du theoreme de Sanov, la compacite joue 
un role particulier, notamment dans les bonnes fonctions de taux qui apparaissent. Nous 
affaiblissons ici le role de la compacite en exploitant le role de la linearite dans la theorie 
de Cramer, et en particulier pour la question de l'equivalence d'ensembles s = —p*. 
On aboutit a une version lineaire du theoreme de Daws on- Gartner assurant le transport 
des PGD faibles et de l'egalite s — —p* par limite projective d'espaces vectoriels. Ce 
resultat est tres adapte au cadre des champs asymptotiquement decouples developpe 
dans [CPU] qui fait naturellement apparaitre une structure de limite projective, et, dans 
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le cas independant, il permet d'obtenir l'egalite s = — p* dans un cadre tres general (cf. 
[Pet On notera qu'en revanche la borne superieure pour les convexes ne passe pas 
aux limites projectives, de meme que l'egalite duale p = (—a)*. Ce texte doit beaucoup a 
[LP95] pour les notations utilisees et pour plusieurs resultats montres au passage (comme 
la caracterisation des PGD faibles). 

Nous avons decoupe l'exposition en quatre parties, ajoutant a chaque etape les hypotheses 
necessaires : nous introduisons d'abord la pression, puis l'entropie en lien avec la notion 
de PGD faible (au passage, nous enongons aussi un principe de contraction lineaire) ; les 
deux dernieres parties sont consacrees au transport, par limite projective, des PGD faibles 
et de l'egalite s — —p*. 

2 Pression 

2.1 Cadre et definitions 

Soient X un ensemble et T une tribu sur X. Soient {fi n )n^i une suite de mesures de 
probability sur T et (wn)n^i une suite de reels strictement positifs. On note M. l'ensemble 
des fonctions mesurables de X dans [—00, +00] et on definit, pour tout tp £ M., 

p(ip) :=liminf — log / e v " v dfi n et p{f) :=limsup — log / e v " v dfi n 

n^oo v n J n ^oo V n J 

On appelle pression de la suite (fi n , v n ) n ^i la fonction p = p. 

2.2 Convexite de la pression 

On etend l'addition a [—00, +00] via 

Va G K a + (±00) = ±00 et (— 00) + (+00) = —00 

(on gardera, sauf pour (—00) + (+00), la notation +) ainsi que la multiplication par un 
reel via 

Va > a • (±00) = ±00 , . 

w n ) 1 \ et • (±00) = 

Va < a • (±00) = =foo v ' 

On munit M. de l'addition et de la multiplication par un reel terme a terme. On dit qu'une 
fonction g : M — > [—00, +00] est convexe si 

V(^»a 2 Vae[0,l] g(aip+(l-a)iP)^ag(v) + (l-a)g(ip) 

Proposition 2.2.1. La pression est une fonction convexe. 

Demonstration : Pour tout n ^ 1, l'inegalite de Holder permet de montrer que 



(p G M H> — log / e Vn<p dHn e [-00, +00] 

V n J 



est convexe. On conclut en remarquant qu'une limite superieure de fonctions convexes est 
convexe. □ 
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3 Entropie et principes de grandes deviations 
3.1 Cadre et definitions 

Soient X un ensemble, T une tribu sur X et r une topologie separe43 sur X. Soient 
(/i„)„j;i une suite de mesures de probability sur T et (w Tl ) n ^i une suite de reels strictement 
positifs. On definit, pour tout x G X, 

s(x) := inf liminf — log fi„ (A) et s(x) := inf limsup — log/i„(A) 

AeT n-too v n A^T n ^oo V n 

A3x A3x 

Bien entendu, s ^ s. On appell^] entropie de la suite v n ) n -^i, relativement a r, la 
fonction s = s. Par construction, l'entropie est la plus grande fonction verifiant la borne 
inferieure : 

(Bl) pour tout A G 

lim inf — log \i n (A) ^ sup s 

n A 

On dit que (fJ- n ,v n )n^i verifie un principe de grandes deviations (PGD) si la borne supe- 
rieure suivante est verifiee : 

(BS) pour tout Ae F, 

lim sup — log jji n (A) ^ sup s 

n— >oo V n -r 

De maniere generale, (BS) n'est pas verifiee pour tous les mesurables. Si V designe un 
ensemble de parties mesurables de X , on definit la version restreinte de la borne superieure 
suivante : 

(BSp) pour tout A G V, 

lim sup — log jji n (A) ^ sup s 

n—too V n -j^ 

En particulier, si D est une partie de X, on notera : 

(BS^.£>) pour tout K G T tel que K fl D soit relativement compact, 

lim sup — log Hn{K) ^ sup s 

n— >oo V n -j7 

Si (/i n ,Wn)n^i verifie (BS^x); on dit que (/x n ) u n)n^l verifie un principe de grandes de- 
viations faible (PGD faible). Notons que, si D\ C D%, alors (BS^i) entraine (BS|, £> 2 ). 
De plus, si D est une partie de X et v une probability sur J-", on dira que v est portee 
par D si 

V(i,B)eJ 2 An D = B n D ^ v(A) = v{B) 

lr Toutes les topologies seront supposees separees, on ne le precisera plus. La raison est d'ordre culturel 
et pratique... Notons toutefois que cette hypothese est inutile : il suffit de remplacer chaque occurrence 
de « compact » par « quasi-compact » . 

2 On dit, d'habitude, l'entropie de la suite (fin)„^i, de vitesse (v n ) n ^i, relativement a r. C'est par 
souci de concision que nous l'ecrivons ainsi. Notons aussi que XP95] reserve le terme d' entropie au cas 
oil s = s est concave. 
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Definissons la tribu trace T\d = {A(l D; A E J-}. Si v est portee par D, alors 

v\ D (AnD) = v{A) 

dcfinit une mesure de probability sur F\d- En particulier, on voit ainsi que v est la loi 
d'une variable aleatoire a valeurs dans D : il suffit de considerer l'inclusion 

{D,F\ d ,vl\ d )^(X,F) 

Soit D une partie de X telle que, pour tout n > 1, [i n soit portee par D. Si (fi n , u n )n>i 
verifie (BS[, £>), alors, sur l'espace D muni de la tribu J-\d et de la topologie trace t\d = 
{U n D ; [/ e r}, (^„|_d, w„) n >i verifie (BSt, £>) (sachant que, pour tout x E D. s\d(x) = 
s(x)). 

Remarque : Nous venons de voir que, si, pour tout n > 1, [i n est portee par D, (BS\, D ) 
sur X est un resultat plus fort que (BS[,x) sur X e t que (BS\, d) sur D. De maniere 
generale, il n'y a pas de reciproque. Par exemple : 

• sur X = R, muni de la topologie standard r et de la tribu T = {0, ] — oo, 0], ]0, +oo[, R}, 
soient, pour tout n ^ 1, fj, n = 5(-i)»> et v n — n. Alors, s = — oo. Pourtant, comme tous 
les ensembles mesurables non vides sont non bornes, done non relativement compacts, 
le PGD faible est trivialement vrai, autrement dit on a (BS^x) sur X. En revanche, si 
D = { — 1, 1}, on n'a ni (BS^. D ) sur X, ni (BS^£>) sur D. 

• sur X = K, muni de la topologie standard r et de la tribu T = <r({] — oo, —2],] — 
2, 0], ]0, 2], ]2, +oo[}, soient, pour tout n ^ 1, fj, n = 5(_i)n, v n = n et D =] — 1,1[. Alors, 
s = — oo. Cette fois, (BS^d) sur D est trivialement verifiee : les adherences, dans D, 
des ensembles mesurables, a savoir ] — 1,0], ]0, 1[ et ] — 1, 1[, ne sont pas compactes. En 
revanche, on n'a ni (BS^d) sur X, ni (BS^.x) sur X. 

Les deux exemples peuvent paraitre pathologiques. II n'en est rien. Autre exemple pour 
le premier point : sur X = M R , muni de la tribu cylindrique T et de la topologie faible 
t, soient x E X \ {0} et, pour tout n > 1, [i n = 5(_i)n x . Alors, s = — oo. Pourtant, 
comme tous les ensembles mesurables non vides sont non bornes, done non relativement 
compacts, le PGD faible est trivialement vrai, autrement dit on a (BS^.x) sur X. En 
revanche, si D = {— x,x}, on n'a ni (BS^d) sur X, ni (BS^.d) sur D. Toutefois : 

• si, pour tout n > 1, /U„ est portee par D et si les compacts de X sont mesurables (en 
particulier si T est la tribu borelienne), alors 

(BS b , D ) sur X ^ (BS b ,x) sur X 

• si, pour tout n > 1, fj, n est portee par D et si D est ferme, alors 

(BS k _D) sur X (BS b £>) sur D 

Dans le cas de Sanov, ouI = Aib(E) est muni de la tribu cylindrique et de la topologie 
produit, et D = A4f(E), aucune des deux conditions n'est verifiee. 

On peut aussi definir 

(BS C: d) pour tout C E J- tel que C PI D soit convexe, 

lim sup — log fj, n (C) ^ sup s 



4 



Dans le cas i.i.d., il existe des contre-exemples a (BS) deja dans X = R 3 . En revanche, 
on montre que (BS C ^) est verifiee des que fi\ est convexe-tendue (en particulier, si X est 
un espace de Banach separable). 

3.2 Bornes inferieures 

Si ip est une fonction de X dans [—00, +00], on dit que ip est semi- continue inferieurement 
si, pour tout t E [—00, +00], F ensemble 

{x E X ; ip(x) > t] 

est un ouvert de X. Pour toute fonction ip : X — > [—00, +00], on note ip, sa regula- 
risee semi-continue inferieurement, autrement dit la plus grande fonction semi-continue 
inferieurement qui soit inferieure a ip. 

Theoreme 3.2.1. Pour tout x E X et pour toute fonction <p : X — » [—00, +00] mesurable, 
on a : 

sup (<p.(x) + s(x)) < p(<p) et sup (<p,(x) + s(x)) < p(<p) 
xex xex 

Demonstration : Demontrons la premiere inegalite, la deuxieme se montrant de fagon 
similaire. Soient ip E M, x E X , 5 > et M > 0. L'ensemble 

V = {yEX:p(y) > min (tp.(x) - S, M) } 

est mesurable et contient {y E X;p,(y) > min (<p,(x) — 5, M) }, done est un voisinage de 
x. On a alors, pour tout n ^ 1 : 

— log / e v "*dnn > — log / e v ^dn n 

^ min ((p. (x) -S,M) + — log fi n {V) 

V n 

Prenant la limite inferieure en n, il vient 

lim inf — f e VnV dfi n > min (<p. (x) -S,M) + six) 

n^oo V n J 

On conclut en faisant tendre S vers et M vers +00, puis en prenant le supremum en 
XEX. □ 

Ce resultat est ce qu'on a appele lemme de Varadhan ouvert dans le cas i.i.d. : il est vrai 
en toute generality. On peut aussi le montrer avec l'inegalite de Tchebychev dans le cas 
p = A forme lineaire continue mesurable. Remarquons que la definition des fonctions s et 
s peut se recrire 

s(x) = ini F (p(5 A ) + (-{S A ).{x))^ et 3(3;) = jrrf (p(5 A ) + ( - 

ou (—00) + (+00) = +00 et, pour toute partie A de X, on note 

Sa ■= -00 • 1 x \a 
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Corollaire 3.2.2. Pour tout x G X , 



s(x) = inf (p(ip)+(- ip.(x))) et s{x) = inf (p(cp)+( - <p.(x)) ) 

Ecrites sous cette forme, les bornes inferieures font penser a la fameuse egalite 

s(x) = hd m (p(A) - A(x)) = -p*(x) 

qu'on a quand X est un espace vectoriel et sous certaines conditions. On notera toutefois 
qu'on n'a pas de lien interessant entre entropie s — s et pression p — p, pour le moment. 
Cela pourra se faire si s = s ou p = p. Remarquons que, dans le cas independant, 
et meme dans le cas asymptotiquement decouple (cf. [CPU] ), s = s et p(A) = p(X) 
pour A forme lincraire continue et mesurable. D'autre part, la concavite de s est une 
condition necessaire pour obtenir l'egalite s = —p*. Si s n'est pas concave, le dernier 
corollaire suggere d'etendre l'ensemble X* a d'autres fonctions, par exemple des formes 
quadratiques (ce qui donne l'ensemble gaussien ; cf. les travaux de Costeniuc, Ellis, Haven, 
Touchette et Turkington, par exemple |EHT00| et |CETT05| ). 

3.3 Borne superieure faible 

Si if est une fonction de X dans [— oo, +00], on dit que ip est semi-continue superieurement 
si, pour tout t G [—00, +00], l'ensemble 

[x G X; ip{x) < t) 

est un ouvert de X. Pour toute fonction ip : X — > [— 00,+cx)], on note ip* sa regula- 
risee semi-continue superieurement, autrement dit la plus petite fonction semi-continue 
superieurement qui soit superieure a ip. 

Theoreme 3.3.1. Soit D une partie de X telle que, pour tout n ^ 1, fj, n soit portee par 
D. Alors, pour tout x G X et pour toute fonction ip : X — > [—00, +00] mesurable telle que 
K = {ip > —00} (~l D soit relativement compact, on a : 

p(ip) < sup ((^'(x) + s(x)) 

Demonstration : Soient ip G Ai, S > et M > 0. On suppose que K = {ip > —00} n D 
est relativement compact. Par definition de tp', pour tout x G K, l'ensemble 

U(x) = {y G X;ip{y) < max (ip' (x) + 8, M) } 

est un voisinage mesurable de x. Par definition de s(x), il existe un voisinage A(x) G T 
de x tel que 

lim sup — log fi n (A(x)) < max (s(x) + 5, M) 

n— ^00 

Notons V(x) — U(x) D A(x). Du recouvrement de K par les V(x) avec x G K, on peut 
extraire un sous-recouvrement fini, note {V(xi);i G {1, . . . , r}}. Pour tout n ^ 1, le fait 
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que fi n soft la loi d'une variable aleatoire a valeurs dans D, puis la definition de V{x) 
donnent 

— log / e v ^dfi n < — log V / e^dfin 

Vn J V n friJviXi) 

< - log £ e- max (*>*(*)+^) Mn (y (3 .)) 

z— 1 

Prenant la limite superieure en n et utilisant le lemme 16.2.11 on obtient : 

limsup — log / e v ' lip dfj, n ^ max fmax (<p*(xi) + 6,M) + max (Cs(xi) + 6),M)\ 

n^oo v n J l<i<r V ' J 

^ sup (max (<p"(x) + <5,M) + max ((s(x) + <5),M) 



ce qui donne le resultat attendu, en faisant tendre S vers et M vers +oo. □ 
3.4 Condition suffisante de PGD faible 

Combinant les bornes inferieure et superieure faible, on obtient une version du lemme de 
Varadhan : 

Theoreme 3.4.1 (Lemme de Varadhan). Supposons s — s. Alors, pour toute fonction 
ip : X — >] — oo, +oo[ mesurable et continue, en notant 

dp, n = e nip dix n 

la suite (jl n , v n ) n ^i verifie un PGD faible, Ventropie associee etant ip + s. 

Remarque : Nous n'avons defini la notion de PGD faible que pour des suites de mesures 
de probabilite. Etendre la definition a une suite de mesures quelconques ne pose pas de 
probleme. 

En particulier, on obtient des conditions suffisantes pour qu'une suite verifie un PGD 
faible. Pour tout x £ X, on note V x un systeme fondamental de voisinages mesurables 
de x. On definit les proprietes (la notation est pour « sous-additivite » et « controle » du 
lemme I6.1.2P : 

(SAC) Pour tout xelet pour tout A 6 V x , 

liminf — log fj. n (A) = limsup — log fi n (A) 

n^oo Vn n^oo V n 

(SAQ) Pour tout x s X et pour tout B € V x , il existe A £ V x tel que 
limsup — log^„(A) ^ liminf — log pL n {B) 

n^oo V n ri-s-oo v n 
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Proposition 3.4.2. Soit D une partie de X telle que, pour tout n 1, fi n soit portee 
par D. On a les implications (1) => (2) => (3) => (4) => (5) =>■ (6) om : 

(1) (SAC) ; 

(2) (SAC b ); 

(3) s = s ; 

(4) pour toute fonction <p E M. telle que {if > — oo} n D soit relativement compact, 

p(ip) < sup (^*(a;) + s(x)) 

(5) we'n/ie (BS b ^) ; 

(6) (/i„, verifie un PGD faible. 

Demonstration : La premiere implication est immediate. Pour la deuxieme implication, 
il suffit, pour tout x E X, de passer, dans (SAQ), a l'infimum en A voisinage mesurable de 
x, puis en B voisinage mesurable de x. La troisieme implication est consequence immediate 
du theoreme l3.3.1l Pour la quatricme implication, il sufnt de prendre tp = 8k pour K G T 
tel que K n D soit relativement compact. Enfin, la derniere implication a ete vue dans la 
section Cadre et definition de cette partie. □ 

C'est sur cette proposition que repose la theorie de Cramer pour les PGD faibles. Le lemme 
sous-additif du cas asymptotiquement decouple (cf. |CP11| ) permet de montrer (SAQ) 
avec les voisinage convexes mesurables. Dans le cas i.i.d. (cf. [Petllj), on montre meme 
la limite pour tous les convexes ouverts, et on a done (SAC). Profitons de cette remarquc 
pour enoncer un principe de contraction. De maniere generale, le principe de contraction 
ne s'applique pas directement aux PGD faibles car l'image reciproque, meme par une 
application raisonnable, d'un relativement compact n'est pas relativement compacte. En 
revanche, la propriete (SAC) se transporte bien. 

Theoreme 3.4.3 (Principe de contraction lineaire). Supposons que X soit muni d'une 
structure d'espace vectoriel et que (fJ. n ,v n ) n ^i verifie (SAC) avec, pour tout x E X, V x = 
C x V ensemble des convexes ouverts mesurables contenant x. Soit Y un espace vectoriel, 
muni d'une tribu Q et d'une topologie a telles que, pour tout y E Y, V ensemble C y des 
voisinages de y convexes ouverts mesurables soit un systeme fondamental de voisinages. 
Soit f : X — > Y mesurable, continue et lineaire. Alors (/x n o / verifie (SAC). 

En particulier, la suite (/i„ o f~ 1 ,v n ) n ^i verifie un PGD faible. 

Demonstration : Soient y E Y et C E C y . Les hypotheses sur / assurent que / _1 (C) 
est un convexe ouvert mesurable de X. La propriete (SAC) permet alors de conclure que 

liminf — log;U„ o / _1 (C) = limsup — log/% o / _1 (C) 

71— >co V n n— too V n 

Passant a l'infimum en C E C y , on obtient le resultat. □ 

3.5 Condition necessaire et suffisante de PGD faible 

On etend ici, a notre cadre, une caracterisation des PGD faibles a l'aide de l'entropie, men- 
tionnee dans [LP95]. Cela requiert simplement une hypothese raisonnable de separation 
avec des ensembles mesurables. 
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Definition 3.5.1. Soient X un ensemble, T une tribu sur X et r une topologie sur X . 
On dit que X verifie I'axiome de separation T™ si, pour tout (x\,x 2 ) G X 2 avec x\ ^ X2, 
il existe (Ai, A 2 ) G T 2 tel que x\ G A 1 , x 2 G A 2 et A\ D A 2 = 0. 

On definiln 

1 

S|,(x) = inf sup limsup — log fi n (K ) 

^ eT if n->oo «n 

La notation K QZ U signifie que K est un compact inclus dans U . On notera que % ^ s. 

Proposition 3.5.2. Supposons que X verifie T™. ^4Zors (//„, verifie un PGD 

faible si et seulement si 

Remarque : Sans supposer que X verifie T™, si (/i„, v n ) n ^i verifie un PGD faible, alors 
s b < s. 

Demonstration : Pour l'implication directe, soient A e J- ct K e J- tels que K <n A. 
Alors, le PGD faible donne 

lim sup — log fi n (K) ^ sup s ^ sup s ^ lim inf — log /i„ (A) 

On en deduit, pour tout x <E X, 

s\,(x) = inf sup limsup — log fJb n {K) ^ inf lim inf — \og/i n (A) = s(x) 

KdZU A3x 

Pour l'autre implication, il suffit de voir que s b verifie (BS^). Pour cela, il sufHt de verifier 
que 

s(U) = sup limsup — log (i n {K) 

~K(TU 

verifie le principle of the largest term : 

Ib(tfiUEr 3 ) =I b (Z7i) Vs b (C/ 2 ) 
En vertu du lemme I6.2.11 cela revient a montrer que 

sup limsup — log n n (K) = sup sup limsup — log fi n (Ki D K 2 ) 

Kcru 1 uu 2 K1S1U1 K 2 <nu 2 

Si K CC U\ U U 2l K\U 2 et K \ U\ sont deux compacts disjoints. L'hypothese T™ donne 
alors l'existence de A X ,A 2 G T tels que A\ H A 2 = 0, ~K\ U 2 C A x et ~R\ U 2 C A 2 . Posant 
Kx = K \ A 2 et K 2 = K \ Ai, on a K~ x CC Ui , ~K 2 CC U 2 et if = K x U X 2 . 



3 On aurait pu aussi penser definir 

jfi) = inf sup limsup — log^t n (A) ou sj, 2 (^)= inf sup limsup — log/x n (A) 

AeJ 7 K£J~ n-)oo Dn ' g 6 j n-too U n 

o o 

mais on se rend compte que ce ne sont pas les bonnes fonctions. 
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On en deduit l'egalite voulue. □ 

Au passage, cela permet d'affiner certains resultats, par exemple la borne superieure. La 
demonstration suivante est un peu differente de la premiere. 

Proposition 3.5.3. Si X verifie T™ et si ip est une fonction mesurable majoree telle que 
K = {if > —00} n D soit relativement compact, alors 

p(ip) ^ sup (y(x) + s b (x)) 

Demonstration : Soit S > 0. On definit, pour ieZ, 

K (S, i)=Kn{i-S^(p^(i + l)-S} 



Comme ip est mesurable, K(5, i) G T . De plus, notons que K(8, i) C K est compact. 
Comme ip est majoree, il existe io £ Z tel que 

Vi > i a K(5, i) = 9 

Fixons M ^ io- On montre que : 



limsup — log f e nv dfi n sC limsup — log e n{l+iyS ^i n (K(5, i)) + e 



nMS 



\/ {i + l)-5 + s(K(8,i)) V(-M5) 

JiKM J 

< sup (ip{x) +S + s b (x)) V {-MS) 
xeK 

Reste a prendre l'infimum en M ^ io, puis a prendre l'infimum en S > 0. □ 
Notons que la condition <p majoree est en fait relative a la suite (fi n , v n ) n ^i ■ il suffit que 

= —00 



liminflimsup — log f e n ^d^ n = — 



En decoule une autre version du lemme de Varadhan : 
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Theoreme 3.5.4 (Lemme de Varadhan). Supposons que X verifie T™ et que [fi n , v n ) n ^i 
verifie un PGD faible. Alors, pour toute fonction tp : X — >] — oo, +oo[ mesurable, semi- 
continue inferieurement et majoree, en notant 

djl n = e nip dfi n 

la suite (p, n ,v n ) n ^i verifie un PGD faible, I'entropie associee etant (p + s. 

4 PGD faibles et limites projectives 

On introduit enfin une condition reliant tribu et topologie. Non seulement cette hypothese 
permet de montrer que I'entropie est semi-continue superieurement, mais elle se comporte 
bien vis a vis des limites projectives que nous introduisons ensuite. 

4.1 Espaces topologiques localement mesurables 

Soient X un ensemble, T une tribu sur X et r une topologie sur X. On suppose que 
(ETLM) tout point x de X admet un systeme fondamental de voisinages mesurables V x . 
On dit alors que (X, (V x ) x ex,J r ,T) est un espace topologique localement mesurable. 

Proposition 4.1.1. Sur un espace topologique localement mesurable, les fonctions s ets 
sont semi-continues superieurement et ont pour expressions, pour tout x E X, 

s(x)= inf liminf — log fi n (V) et s(x) = inf limsup — log[i n (V) 

VeVx rwoo V n VeV x n^oo v n 

Demonstration : Les expressions donnees de s et s decoulent de la croissance de \i n , 
pour tout n. Montrons que s est semi-continue superieurement. Soient t E R et x G X 
tels que s(x) < t. Par definition de s(x), il existe V E V x tel que 

liminf — log H n (V) < t 

Alors, pour tout y e V, il existe W EV y tel que W C V, et ainsi 

s(y) ^ liminf — log^i n (W) < liminf — log[i n (V) < t 

Done {x E X ; s(x) < t) est ouvert. La demonstration est analogue pour s. □ 

4.2 Limites projectives d'espaces topologiques localement mesu- 
rables 

Soient X un ensemble muni d'une tribu T et 

<*" = ( X hfhfij)i^j 

une famille telle que 
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(PROJi) les indices i et j decrivent un ensemble (J, ^) preordonne filtrant a droite; 

(PROJ2) pour tout i 6 J, (Xi, (Vx^xeXfFijTi) est un espace topologique localement 
mesurable, /j une application mesurable de X dans Xi et, pour tout G J 2 tel que 

i *S 3, fij es t une application mesurable de Xj dans Xi telle que, pour tous x G -Xj et 

/y X GO G V,J 

(en particulier, /y est continue) ; 

(PROJ3) pour tout (i, j, fc) G J 3 tel que i ^ j ^ fc, on a /jj = idxj, 

/i = fij /j et /jft = fij o f jk 
Pour tout x <E X , on dcfinit 

V, = {/r 1 m);*e J, V5GV/ l(x)li } 

et r la topologie initiale sur X pour la famille Alors, (X, (V x ) x ex , J 7 , t) est un 

espace topologique localement mesurable. On dit que X est un systeme projectif d'espaces 
topologiques localement mesurables et que X est sa limite projectiv^. 

Theoreme 4.2.1. Soient X — (Xj, /j, fij)(i,j)eJ 2 un systeme projectif d'espaces topolo- 
giques localement mesurables et (X,(y x ) x <=x,J~,T) sa limite projective. Soient (fJ, n )n^i 
une suite de mesures de probability sur J- et (u n ) n ^i une suite de reels strictement posi- 
tifs. 

• Si, pour tout i G J, (fi n ° f^ 1 ,v n )n^i verifie (SA b ), alors (/x„,U n )n^l verifie (SA b ). 

• Pour tout £ J 2 , si i ^ j, on a : 

§i°fi> % fj et Si° fi> 3j ° /j 

L>e plus, 

s = inf (Sj o /j) e£ s = inf (ij o /, ; ) 
iJn particulier, si, pour tout i G J , = Sj, a/ors s = s. 

• Soit D une partie de X telle que, pour tout n 1, ji n soit portee par D. Si, pour tout 
i G J , les compacts de Xi sont mesurables et (fi n o fT~ ,v n ) n -^i verifie un PGD faible, 
alors (/i„,w n ) n >i verifie (BS^d). 

Demonstration : Pour le premier point, soient x G X et B G J- un voisinage de x. Soit 
V G V x tel que V C B.U existe i G J et V» G V/^),* tels que V = f^iVi). L'hypothese 
(SAt,) appliquee a (p n o f~ 1 ,v n ) n ^i donne l'existence d'un voisinage Ai G Ti tel que 

limsup — log/z„ o f^{Ai) < liminf — log^„ o fr X {Vj) 
Enfin, il existe Wi G V/ ( ( x ),, tel que Wi C Ai, de sorte que 

^ = /r X (^) e verifie 
limsup — log /i n (A) ^ liminf — log fi n (B) 

n— >oo n— foo ?; n 



4 Au niveau des ensembles, cette definition de limite projective d'ensembles est un peu plus generale 
que celle de IBou66 ,i III. 51], les structures d'espaces mesurables ne se comportant pas bien vis a vis des 
limites projectives. 
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Pour le deuxieme point, nous ferons la demonstration pour les entropies inferieures. Soit 
G J 2 avec i < j. On a 

i.i ° /« = «i o /ij ° fj 

Pour montrer le premier resultat, il suffit done de montrer que o J> s^. Et, en effet, 
pour tout x e Xj, 

inf liminf — log/ino/r 1 ^) = inf liminf — log^„ o /r 1 /^(Vi) 

^ inf lim inf — log [i n o f^CVj ) 
car f^j {Vi) G V x j. Puis, pour tout ir G X, on a : 
s(x) = inf liminf — log U n (V) 



inf inf liminf — log/i n (/, 1 (V r i )) = inf sAfi(x)) 



Pour le troisieme point, soient K G J 7 tel que KnD soit relativement compact et i G J. 
Etant donne que, pour tout n ^ 1, /x„ est la loi d'une variable aleatoire a valeurs dans D, 
on a : 

lim sup — log (j, n (K) < lim sup — log(^„ o /r 1 ) n £>)) sC sup = sup o /j 

n^oo «n 7l->oo V n ft(KnD) KnD 



II reste a montrer que 



inf sup Sj o fi <^ sup inf s { o / 4 

zeJ KnD KnD ieJ 



Soient S > et M < 0. Le point precedent permet de voir que, pour tout x <E K Ci D, il 
existe i(x) G J tel que 

«i(x) ° /i(*)(aO < (*(*) + 5/2) A (M - 5/2) 
Etant donne que Sj( x ) o f^ x \ est s.c.s., il existe V(x) G tel que 

sup s i(a:) o (s i(x) o / i(a .)(x) + 5/2) A M 

V(x) 

On en deduit que 

sup s i(x ) o (s(x) + S) A M 

V(x) 



Du recouvrement de K C\ D par les V(x), pour x G KDD, on peut extraire un sous- 
recouvrement fini, note {V(xk) ; fc G {1, . . . , r}}. Comme J est filtrant a droite, il existe 
i G J majorant {i(x\), . . . , i(x r )}. Alors, en vertu du premier point, 

Vfc G {1, . . . , r} s,o/,^ s l{Xk) o f l{Xk) 

On en deduit 

sup Si o fi ^ max (s(xk) + 5) A M ^ sup (s(x) + (5) A M 

KnD l<fc<r KnD 
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On conclut en prenant l'infimum en i 6 J, puis l'infiniuni en 5 > et en M < 0. □ 

On notera que les deux premiers points seraient encore vrais si on ne supposait que : 
pour tout x G X, pour tout voisinage mesurable V de X, il existe i G J et un voisinage 
mesurable de fi(x) tel que 

Pour le dernier point en revanche, on se sert vraiment de la structure d'espace topologique 
localement mesurable. En ce qui concerne l'hypothese que, pour tout i G J, les compacts 
de Xi sont mesurables, il suffit de supposer que : pour tout K G T tel que K n D soit 
relativement compact et pour tout i G J, il existe un ensemble mesurable compris entre 
fi(KP\D) et fi(K). La demonstration s'adapte alors tres bien, en remarquant que, comme 
K est relativement compact, fi(K) — fi(K). Notons enfin que, sans structure d'espace 
topologique localement mesurable, seuls subsistent les resultats suivants : 

§4 fi> i.j ° fj et Si o fi > Sj o /j 

et 

s < inf (s, o /j) et s < inf (s, o / 4 ) 

5 Equivalence d'ensembles et limites projectives 

Cette partie a pour but ultime d'enoncer une version lineaire du theoreme de Dawson- 
Gartner. 



5.1 Transformation de Fenchel-Legendre 

Soient X un espace vectoriel, J- une tribu sur X et r une topologie sur X. On note 
X* m l'ensemble des formes lineaires continues et mesurables sur X. On definit, pour tout 

x G X, 

-p*(x) := inf (p(A) - X(x)) et - p*(x) = inf (p(A) - A(a;)) 

Proposition 5.1.1. Les fonctions —p* et —p* sont concaves et semi- continues superieu- 
rement. 

Demonstration : Ce sont des infimums de fonctions affines continues. □ 

Sous cette forme, les definitions dc — p* et — p* rappellent fortement le corollaire l3.2.2[ et 
on voit immediatement que 

s ^ —p* et s ^ — p* 

La question de savoir s'il y a egalite est centrale dans la theorie de Cramer. Plus precise- 
ment, on s'interesse a l'egalite reliant entropie et pression : l'egalite 

— * 

s = —p 

est-elle verifiee? Pour qu'elle le soit, plusieurs conditions doivent etre reunies : les re- 
marques precedentes montrent qu'il faut que s — s et que s soit concave. Dans le cas 
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asymptotiquement decouple (cf. |CP11| ). ces deux premieres proprietes sont consequences 
du lemme sous-additif. Ensuite, il est necessaire que l'ensemble X* m soit assez riche dans 
M.. II s'agit la d'une hypothese reliant la tribu et la topologie (cf. espaces vectoriels topo- 
logiques mesurables) . De maniere generale, ces conditions ne sont pas sufnsantes. Notons 
que, s'il existe une partie K de X relativement compacte telle que, pour tout n ^ 1, fi n 
soit portee par K, alors la partie sur la borne superieure faible permet de conclure. Plus 
generalement, si la suite (/z ra ) ra j>i est exponentiellement tendue, on a le resultat. Dans le 
cas a.d.L, le concept de convexe-tension est moins restrictif et plus pertinent pour aboutir 
au resultat. 

5.2 Espaces vectoriels topologiques mesurables 

Soient X un espace vectoriel, T une tribu sur X et r une topologie sur X. On suppose 
que 

(EVTMi) (X, t) est un espace vectoriel topologique ; 

(EVTM2) tout point x de X a un systeme fondamental de voisinages mesurables V x ; 
(EVTM3) toute forme lineaire continue est mesurable. 

On dit alors que {X, (V x )x£Xi J~, r) est un espace vectoriel topologique mesurable. Si on 
note X* (resp. X* m ) l'ensemble des formes lineaires continues (resp. continues et mesu- 
rables) sur X, on a X* m = X* . 

En particulier, (X, (V x )xex, J 7 , t) est un espace topologique localement mesurable. Les 
deux autres hypotheses sont motivees par deux raisons. La premiere est qu'ainsi p* et 
p* sont des transformers de Fenchel-Legendre au sens habituel. En particulier, on a le 
theoreme d'inversion (qui dit essentiellement que X* est suffisamment riche dans l'en- 
semble des fonctions convexes semi-continues inferieurement). La seconde est qu'alors les 
fonctions — p* et —p* se comportent bien vis a vis des limites projectives. Remarquons 
que les espaces localement convexes mesurables introduits dans [Petll] et |CP11| sont des 
espaces vectoriels topologiques mesurables. Les convexes y jouent un role crucial en lien 
avec la sous-additivite. 

Remarque : En revanche, les fonctions (— s)* et (— s)* definies pas la transformee de 
Fenchel-Legendre inverse se comportent mal vis a vis des limites projectives. On montre 
que 



et on ne peut pas intervertir le supremum et l'infimum, en general. On mentionnera 
simplement qu'on saurait intervertir si x decrivait un ensemble relativement compact 
(cf. la demonstration du theoreme relatif aux limites projectives d'espaces topologiques 
localement mesurables) . 

5.3 Limites projectives d'espaces vectoriels topologiques mesu- 
rables 

Soient X un espace vectoriel, muni d'une tribu J 7 , et 



(-s)*(\i o fi) = sup inf 
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une famille telle que 

(PROJi) les indices i et j decrivent un ensemble (J, ^) preordonne filtrant a droite; 

(PROJ2) pour tout i E J, (Xi, {y x ,i)xex, F%, n) est un espace vectoriel topologique me- 
surable, fi une application lineaire mesurable de X dans Xi et, pour tout E J 2 tel 
que i ^ j, fij est une application lineaire mesurable de Xj dans Xi telle que, pour tous 
xeXj et V EV hj (x)ii , 

(en particulier, est continue) ; 

(PROJ3) pour tout (i, j, fc) E J 3 tel que i ^ j ^ fc, on a / ri = idjjQ, 

/j = fij fj et f ik = o / jfe 
Pour tout x E X, on definit 

Vx = {/r 1 (^);ie J, ^eV /i(x)ii } 

et t la topologie initiale sur X pour la famille (fi)ie,j. Alors, le lemme ci-apres permet 
de voir que (X, (V x )xex,J r , t) est un espace vectoriel topologique mesurable. On dit que 
X est un systeme projectif d'espaces vectoriels topologiques mesurables et que X est sa 
limite projective. 

Lemme 5.3.1. Soient X = (Xi, fi, fij)(ij)eJ 2 un systeme projectif d'espaces vectoriels 
topologiques mesurables et (X, (V x )xex , J 7 ^) sa limite projective. Alors 

X* = {Xi o fi ; i G J, Xi G X*} 

Demonstration : Soit A G X*. Comme A est continue, il existe V E Vo tel que 

V E{xEX; X(x) < 1} 

II existe i G J et Vi E Vqa tels que V = /i _1 (Vi). On voit alors que 

y x e x fi( x ) = => a(.t) = 

En effet, si A(x) ^ 0, il existe t G R tel que X(tx) > 1, done /j(ia;) ^ Vi, d'ou 7^ 0. 

On en deduit que Ton peut passer au quotient dans 

x EX — > X(x) E R 
fi(x) E Xi 

L'application quotient est une forme lineaire continue sur Xi. □ 

Theoreme 5.3.2. Soient X = (Xi, fi, fij)(i,j)eJ 2 un systeme projectif d'espaces vecto- 
riels topologiques mesurables et (X,(V x ) x ex,J 7 ,T) sa limite projective. Soient {p n ) n ^\ 
une suite de mesures de probability sur T et (v n ) n ^\ une suite de reels strictement posi- 
tifs. Alors, pour tout i G J, on a : 

Ei( x i) = P(^i fi) et Pi(^i) = P( x i fi) 
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et, pour tout G J 2 , si i ^ j, on a : 

-P* °fi^ -V* ° fj et - p* o fi ^ -p* o fj 

De plus, 

-p* = inf "(-»* o f{] et - p* = inf \{-p* o f{) 
En particulier, si, pour tout i G J, Si = —p*, alors s = —p*. 

Demonstration : On traitera a chaque fois le cas des pressions superieures, l'autre cas 
etant analogue. Pour tout i e J, 

Pi(Xi) = limsup — log f e VnXi d(fj, n o /r 1 ) = limsup — log f e v - Kof 'd^ n = p(X t o /;) 

n— >oo V n J n — 7-oc Vn J 

Soit (i,j) G J 2 avec i ^ j. Etant donne que fi = fij o fj, il suffit de montrer que 
— Pi ° /ij ^ — Pj ■ Soit i £ Ij. On a, en utilisant le point precedent et l'egalite fi = f^ o fj , 

-P* ° fijix) = inf (p(Xi o o fj - A 4 o (x)) 
Enfin, pour tout x <E X , 

-?{x) = inf (p(A)-A(x)) = inf inf (p(A 4 o/ 4 ) - A 4 o/ 4 (x)) = inf ' ( -p* □ 

Pour resumer les resultats precedents, on peut enoncer une version lineaire du theoreme de 
Dawson-Gartner dans le cadre des espaces vectoriels topologiques mesurables. On laisse 
au lecteur le soin d'adapter l'enonce au cas oil, pour tout n ^ 1, [i n est portee par une 
partie D de X. 

Theoreme 5.3.3 (Dawson-Gartner lineaire). Soient X = (X i} fi, fij)(i.j)eJ 2 un systeme 
pro j ectif d' espaces vectoriels topologiques mesurables et (X,(V x )xex,J 7 ,T) sa limite pro- 
jective. Soient (n n )n^i une suite de mesures de probabilite sur T et (f n )„^i une suite de 
reels strictement positifs. 

• Si, pour tout i G J , Sj — Si, alors s = set (/i„, v„)n^i verifie un PGD faible. 

• Si, pour tout i G J, les compacts de Xi sont mesurables et (/!„ o f7~ ,v n ) n ^i verifie un 
PGD faible, alors {p n ,v n )n^i verifie un PGD faible. 

• Si, pour tout i G J, Si = —p*, alors s = — p* . 

6 Annexe : les trois fondements de la theorie de Cramer 

Dans cette section, nous degageons trois resultats generaux sur lesquels reposent la theo- 
reme de Cramer dans le cas independant. 
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6.1 Lemme sous-additif 

Le premier resultat de ce type remonte a un article de M. Fekete |Fek23j . 
Lemme 6.1.1. Soit (u(n)) n>1 une suite a valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 
(SA) u est sous-additive, i.e. 

Vto, n ^ 1 u(m + n) ^ u(m) + u(n) 

Alors, 

liminf^ = inf ^ 

n—>oo n n^l n 

Demonstration : Par sous-additivite, pour tous d, m ^ 1, 

u(dm) ^ u(m) 
dm ^ m 
En faisant tendre d vers oo, on obtient 

. u(n) uidm) u{m) 
lim mi ^ lim mi — ^ 

n^oo n d^oo dm m 

d'ou le resultat en passant a l'infimum enm) 1. 

Lemme 6.1.2. Soit (u(n)) n>1 une suite a valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 
(SA) u est sous-additive ; 

(C) u est controlee, i.e. il existe N ^ 1 tel que 

Vn ^ N u(n) < +oo 
Alors, la suite (u(n)/n) n>1 converge vers 

n^i n 

Demonstration : Soient n ^ m ^ N. La division euclidienne de n par m s'ecrit 
mq + r avec q ^ 1 et r G {0, . . . , to — 1} ; ainsi, la sous-additivite permet d'ecrire 

ti(n) = u(mq + r) = u(m(q — 1) + to + r) ^ (g — 1)m(to) + m(to + r) 

puis 

u(m) 1 
$ 1 — max uym + i) 

n to n 0^i<m 

D'ou, comme u est controlee, en faisant tendre n, puis to vers oo, on obtient 

,. u ( n ) ■ ( u ( m ) 
lim sup ^ lim mi 

autrement dit la suite (u(n)/nj n>1 converge. D'apres le lemme 15. 1.11 sa limite est 

inf 
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6.2 Interversion infimum-supremum 

II est question ici du fameux principle of the largest term de [LPS 94] . 

Lemme 6.2.1. Si (ui(n)) >1 , (u r (n)) >x sontr suites a valeurs dans [0,+oo] ; 
a Vegalite 

1 r 1 
lim sup — log Ui (n) — max lim sup — log Ui (n) 

i—l 

Demonstration : De l'encadrement (on rappelle que les suites sont positives) 

r 

max uAri) ^ > uAn) ^ r max uAn) 

i=l 

on deduit que 

1 r 1 

lim sup — log Ui (n) — lim sup — log max it.; (n) 



Puis 



1 . 1 

lim sup — log max Ui(n) = lim sup — log max Ui(k) 



lim max 



max lim 



SUp i log Uj(fc) 
sup i log U f (fc) 



= max lim sup — log u, (n) 

La troisieme egalite vient du fait facile a verifier que 

max : [— oo, +oo] r — > [— oo, +oo] 
est continue. □ 



6.3 Transformation de Fenchel-Legendre 

Pour une presentation plus large, on renvoie a |Mor67) et [TR70] . La preuve presentee 
ici est reprise de |Cer07[ proposition 12.2.]. Soit (X,t) un espace vectoriel localement 
convexe. Notons X* son dual topologique. Definissons, pour / : X — > [— oo,+oo], sa 
transformee de Fenchel-Legendre par 

VAel* r(A):=sup«A|x)-/(A)) 

xex 

La transformee de Fenchel-Legendre de g : X* [— oo, +oo] se deffnit de fagon analogue. 
Etendons l'addition a [— oo, +oo] via 

Va 6 M ± oo + a = ±oo et — oo + (+oo) = — oo 
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ainsi que la multiplication par un reel via 



Va > a ■ (±00) = ±00 
Va < a ■ (±00) = =Foo 



et • (±00) = 



On dit que / : X — > [—00, +00] est convexe si 

V(x,y)eX 2 Vae[0,l] f(ax + (l-a)y)^af(x) + (l-a)f(y) 

On notera que la seule fonction convexe prenant la valeur —00 est la fonction constante de 
valeur — 00. Les fonctions convexes autres que les deux constantes ±00 sont habituellement 
denommees fonctions convexes propres. On dit que / : X — > [—00, +00] est concave si 
— / est convexe. On dit que q : X — > [— 00, +00] est affine si q est convexe et concave. 
Les fonctions affines a valeurs dans [— 00, +00] sont alors les fonctions affines habituelles 
a valeurs dans ] — 00, +oo[ et les deux fonctions constantes ±00. 
Le seul resultat qui nous interesse ici est le suivant : 

Proposition 6.3.1. Soit (X,t) un espace vectoriel localement convexe et f : X — > 
[—00, +00]. Alors 

/** = / 

si et seulement si f est convexe et semi- continue inferieurement relativement a la topologie 
faible a(X,X*). 

Remarque : Plus precisement, la transformation de Fenchel-Legendre realise une bijec- 
tion des fonctions convexes a(X, X*)-s.c.i. sur X sur les fonctions convexes a(X*, X)-s.c.i. 
sur X*, de sorte que, si / est convexe et a(X, X*)-s.c.i., sa transformee de Fenchel- 
Legendre /* prend le nom de fonction convexe- conjuguee de /. 

Demonstration : L'implication directe decoule du fait que, pour toute fonction g : 
X* — > [—00, +00], la fonction g* est convexe et a(X, X*)-s.c.i. Montrons la reciproque. 
On remarque que, si A G X* , (A|-) — /*(A) est la plus grande fonction affine (y compris 
les deux fonctions affines ±00) dirigee par A et inferieure a /. II s'agit done de voir que 
/ est la borne superieure de l'ensemble des fonctions affines continue plus petites que / 
(y compris les deux fonctions affines ±00). Si / = ±00, le resultat est immediat. Sinon, 
/ est une fonction convexe propre. Definissons l'epigraphe de / par epi(f) = {{x,t) e 
X x M; f(x) < t}. Le fait que / soit convexe et a(X, X*)-s.c.i. assure que epi(f) est 
convexe et ferme relativement a r. Soit (x,t) G X x K \ epi(f). Le theoreme de Hahn- 
Banach dans l'espace localement convexe Ixl donne l'existence d'un hyperplan ferme 
separant strictement (x 7 t) et epi(f). Si cet hyperplan n'est pas vertical, il correspond a 
une fonction affine plus petite que /. Sinon, l'hyperplan est de la forme H x R ou H est 
un hyperplan affine ferme de X et f{x) — +00. Soit alors p une fonction affine continue 
sur X telle que p{x) > et p(y) = pour tout y G H . Comme / est une fonction convexe 
propre, il existe une fonction affine continue et finie q inferieure a / : en effet, il existe 
x G X tel que f(x) g] — oo,+oo[ et un hyperplan ferme H separant (x,f(x) — 1) de 
epi(f ) ; cet hyperplan H n'est pas vertical et correspond a une fonction affine continue 
et finie q inferieure a /. Ainsi, pour tout a > 0, q + ap est toujours une fonction affine 
continue inferieure a /. II suffit alors de choisir a tel que q{x) + ap(x) > t. □ 
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